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생산가능곡선 위의 두 점 PQ를 지나는 직선의 변형률은
P 와 Q 에 대해 

  
가 되고,

점 Q가 점 P에 한없이 가까워진다고 하였으므로

이는 결국 점 P에서의 접선의 기울기를 의미한다.
음함수 미분법에 의해     를   ′  으로 볼 수 있고,

    에서 접선의 기울기는   ′  에서 ′  


이 된다.



명의 사람이 서로 구분되지 않는 개의 조로 나누는 경우의 수에다가

구분이 되지 않는 생수 병을 그렇게 나눈 개의 조에 나누어 주는 경우의 수를

곱하면 된다.

전자는  인데,       이라는 공식̇ ̇을 이용하면    임을 알

수 있고, 여기서 잠깐 보기들을 둘러보면 ① 와 ⑤ 만이 정답의 후보임을

눈치챌 수 있다.

거기다 생수 병을 나누는 경우의 수도  아니면 임을 알 수 있는데,

만약 리농이를 포함한 명의 사람들이 개의 조로 나뉘었다고 가정할 때

생수를 받지 못하는 조는 없다고 하였으므로

리농이 조에서 받을 수 있는 생수병의 개수는       이 가능하므로

답은  ×   이 된다.

※  이상의 자연수 에 대하여 개의 조로 나누는  는

      

임의 증명

 

 는 예컨대 개의 원소를 갖는 집합 를 두 개의 공집합이 아닌 부분집합

 로 분할하는 방법의 수이고, 이 결정되면     도 마저 결정된다.

이때  ≠이고  ≠인 의 부분집합 은   개 존재하며

 의 구분이 없으므로 구하고자 하는 분할의 수는



  
    

이 된다. □
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는 곡선   위의 어떤 점 P에서의 접선의 방향벡터이다.

그리고 OP ·  에서 점 P에서 접선에 수직한 직선이 원점을 지남을 의미한다.

그러면 원점을 중심으로 하는 동심원의 반지름을 증가시켰을 때

곡선   와 두 점에서 접하는 경우의 두 접점들이 점 P로 가능하며,
이때 열심히 그 접점의 좌표를 구할 필요 없이 존재성만 캐치해도 충분하다.

곡선   와 한 점, 즉  에서 접하는 경우의 점 P 가 가능하므로

답은 이다.

  

P   라 하면 OP     이고,

점 P에서 미분계수가 이므로    라 하면
OP ·            이 되어 답은 ③ 이다.

[ 2013년 06월 평가원 수학 영역(B형) 30번 ]
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[ 2013년 포카칩 수학 영역(B형) 1회 20번 ]

[ 2014학년도 서울대학교 수시모집 일반전형 면접 및 구술고사 ]



처음에 얼핏 보면 제이코사인법칙을 사용할 수 밖에 없는 문제가 아닌지 의심이 들

수도 있다. 하지만 삼각형 PFF의 세 변의 길이를 구해보면 피타고라스 정리가

성립하는 직각삼각형 관계임을 알 수 있다. 피타고라스 정리는 역이 성립한다.

즉, PF  , PF   이고 FF     로서

        

가 성립하므로 삼각형 PFF에서 ∠PFF  임을 알 수 있다.

이때 cos  


 

   
   


에서 sin


  


이고,

  일 때 cos  


이므로 sin 


이고

따라서 


 

 ·


 


가 답이 된다.
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편의상 검은 공을  , 흰 공을 라 하자.

총 개의 공이 들어있는 주머니에서 임의로 개의 공을 순서대로 하나씩 꺼낼 때

마지막 꺼낸 공이 검은 색이었으므로 첫 번째와 두 번째에 꺼낼 수 있었던 공으로

가능한 경우의 수는

                 

의 네 가지가 가능하다.

세 번째의 검은 공까지 포함해서 순서대로 주머니에서 공을 세 개 뽑을 확률을 각

각    라 하였을 때 구하고자 하는 조건부확률의 값은

      

    
혹은        



가 된다.

이제 실제로 주머니에서 공을 꺼내는 과정을 상상해가면서    에 대한 식을

각각 구해보면 다음과 같다.

  

 ·
 ·


,   

 ·
 ·


,   

 ·
 ·


,   

 ·
 ·



이때 공통적으로··
·

을 포함하므로 조건부확률을 이루는 식에서 이들을 미리

약분하여 계산해보면

      

    
      

    
 


 



이 답이 된다.

[ 2006년 03월 교육청 수리(가형) 28번 ]
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  에서 볼 수 있듯

적분해야 하는 변수는 나 가 아니라 오직 뿐이며,

   ,   ln 라는 관계를 이루고 있음에 주의하여 정적분을 마저 계산해보면

   

    


             

그리고 (가)에서 알 수 있다시피 이를 라 한다고 하였으므로 에 대한 식으로

정리해주면 다음과 같다.

 ln              ln 
  ln         

이때 ′   ln        ln   이므로   




  에서 극솟값을 가지므로

   이고, 따라서                이 답이다.

[ 2012년 05월 대성 수리(가형) 21번 ]

적분 계산 연습 문제가 필요하다면

☞ http://cafe.naver.com/pnmath/813464
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    를 모두 한 번씩만 사용하여 만든 다섯 자리의 자연수 중에서

십의 자리의 수가  또는 인 사건을  ,

일의 자리의 수가  또는 인 사건을 라고 하자.

그러면 구해야 하는 값은  ∩ 로서 벤 다이어그램으로 나타내면

위와 같고, 따라서   ∪를 구하면 된다.

한편, ∪    ∩로서

가 일어날 확률은 십의 자리 수가  또는 면 되므로   



혹은  

 ·
 


이고,

비슷하게   


임을 알 수 있다.

그리고   두 사건이 동시에 일어날 확률은

□□□ , □□□ , □□□의 세 경우를 취합한 것에 해당하는 

 ·  


이므

로 ∪  


 


 


 


이다.

따라서 답은  ∩     ∪    


 


이다.

※ 참고로 지금은 ∩≠이므로 두 사건은 종속이다.
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ㄱ.

점 F에서 선분 BG에 내린 수선의 발을 H라 하면 AC HF이다.
따라서 PF PH HF로서 수직인 두 벡터의 합으로 나타내면

AC ·PF  AC · PH HF  AC ·HF
가 되어서 점 P의 위치에 상관없이 항상 일정하므로 ㄱ은 참.

ㄴ. 점 P에 의해 어떻게 PF가 결정되든지 상관없이 PF OQ가 되게 할 수 있으

므로 PF ·OQ ≤ PFOQ  PF가 된다. ∵ OQ  

따라서 PF ·OQ의 최댓값은 PF의 최댓값과 같으며
이는 P  H일 때가 아니라 P  G로서 PF ≤ GF   이므로 ㄴ도 참.

ㄷ. GQ ·PF  OQ OG·PF OQ ·PF OG ·PF
≤  OG ·PF   OG ·FP

이고, 점 P의 위치에 관계없이 OG ·FP의 값은  ·


 로 일정하므로

GQ ·PF의 최댓값은   가 되어 ㄷ도 참이다.

고로, 답은 ⑤ ㄱ, ㄴ, ㄷ이다.

A

B C

DE

F

G

H
P

O

Q
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[ 2010년 09월 평가원 수리(가형) 14번 ]

[ 2016학년도 포카칩 예비시행 수학 영역(B형) 29번 ]
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두 선분 EDCD와 원 에 동시에 내접하는 원의 반지름을 이라 하고,

이 원과 원 O의 접점을 M이라 하자.
그리고 두 선분 BCDM의 교점을 N이라 하였을 때, 삼각형 BCN은 이등변삼각형

으로서 ∠BND  이므로 N은 선분 BC의 중점으로서 원 O의 중심이다.
따라서 선분 DM 역시 원 O의 지름이 됨을 알 수 있다.
즉, BC DM sin

cos
 cot이고, sin cot  


임을 알 수 있다.

이를 정리해보면 sinsin
cos

   에서   sin  cos로서

   sin
cos

이므로    sin
cos

가 된다. 따라서

     sin
  sin  cos

   sin
  sin  sin    sin



  sin
sin  sin

   sin
sin



로서 답은  


  이다.



M


N
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두 선분 EDCD의 연장선과 점 M에서의 접선으로 만든 이등변삼각형을 생각하자.

그러면 길이가 다른 변은 그 길이가 이므로

  tan
 


   tan


 

  
  tan



  tan


라는 식을 세울 수 있다.

또,             로부터

→일 때 →이므로 lim
→


 
  lim

→


  
임을 알 수 있다.

그러면    
  tan



  tan


   tan
 


  tan



tan


이므로 동일한 답을 얻는다.

※  
  tan



  tan


를  

  



   


로 잘못 근사해서   ≃ 


라 해버리면 오

답을 얻는다. 왜냐하면 지금 구하고자 하는 것은 값 뿐이라기 보다는 으로 다가

가는   를 이루는   의 형태이기 때문에   까지 구한 다음에 근사해야

한다. 예컨대    
  tan



tan


≃
  



·


≃ 로 보는 것은 유효하다.

M
 



- 11 -

[ 2015년 06월 평가원 수학 영역(B형) 29번 ]

[ 2007년 11월 대수능 수리(가형) 28번 ]
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step  이차함수 와, 함수   라는 조건이 주어져 있다.

step  여기에 (가)를 적용해보면     으로서

이차함수 의 절편이 임을 알 수 있다.

step  다음으로 (나)를 적용하고자
(의 최댓값) ≤ (    의 최솟값)

이라고 말할 수는 없지만, 편의상      라 하였을 때,

(의 최댓값) ≤ 

라고는 말할 수 있다.

step  이제 를 조금 더 분석해보자.

          

이고, 의 최댓값이  이하임을 알 수 있다.

step  한편     이므로 도 한 번 구해보면 때마침

      ≤ 

가 되어 의 최댓값이 이고,

나아가 는 미분가능한 함수이므로 를 극댓값으로 가져야만 한다.

즉, ′  이 되어야 한다. 미분하여 마저 계산해보면

′      ′ 

  ′     

이고, ′   ′   ′   에서 ′  이다.

예컨대 이차함수 를       이라 두었다면 지금까지의 정보

들로 미루어       이라고 정리할 수 있을 것이다.

그러므로         가 된다.

step  이때    ≠ 이면, 가령     이면 lim
→∞

  ∞가 되어서

의 최댓값이자 극댓값이 임에 모순이다.

step  따라서    ≤ 이고,      ≤ 이 답이 된다.

의 그래프







O
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  tan  sec와 tan′  sec임을 이용하자.
(가) 조건에서








tantan 






tansec  








tansec 






tan  

임을 얻고, tan  로 치환하여 적분하면 






tan 




  이다.

그리고 (나) 조건은   


로 두었을 때

lim
→∞





 






′

  




′  

이고, 부분적분에 의해 
 





  에서 




  

그리고 거짓 변수(dummy variable)로 정적분 도중에 등장하는 변수  는 지금

중요치 않기에 




 




로 볼 수 있으므로

∴ 






tan 




    




  

[ 2009년 11월 대수능 수리(가형) 29번 ]
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우선 홀수 조건부터 완화시키기 위해서

  ′   ,   ′   ,   ′   ,   ′  이라 하자.

(가) 조건에 대입해보면  ≤ ′ ≤ ′ ≤ ′ ≤ ′을 얻고,
(나) 조건에서는 ′  ′  ′  ′  이 되어

 를 구하는 문제가 된다. 한 번 내림차순으로 나열해보면

                                

                       

               

로서 총 가지이므로 답은    이다.

※ 만약 (가) 조건에서 대소관계 없이 이상 네 정수 ′ ′ ′ ′라 하였다면
다시 ′  ″   , ′  ″   , ′  ″  , ′  ″  에서

″  ″  ″  ″  

으로, ″ ″ ″ ″는 모두 음이 아닌 정수가 되어

(나) 조건에서는 중복조합을 써서 H  C  C  가 답으로 나오겠지만,

한 번 중복조합 공식 H   C을 유도하는 과정을 상기해보면

  개의 칸막이와 개의 공을 일렬로 나열하는 경우의 수로서

   개의 자리를 일렬로 배치하였을 때 개의 공의 위치를 선택하는 것이기에

고로 중복조합을 이용하면 ″ ≤ ″ ≤ ″ ≤ ″의 관계를 항상 만족한다 할 수 없다.
대신 이를 항상 만족시키는 것이 바로 자연수의 분할이다.

[ 미래엔 확률과 통계(이강섭) ]
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보통 포물선 문제에서는 그 위의 한 점에서 초점을 연결한 선분과, 준선에 내린 수

선을 이용하여 접근한다.

그런데 지금은 그러한 보조선뿐만 아니라, 준선에 접하는 원과 관련해서도 보조선

을 이용하여야 하고, 포물선 위의 점 P에서 준선에 내린 수선 위에 점 Q가 존재

하는 것처럼 보이는데 이를 수식을 통해 정당화해야 한다.

당연히 점 P에서 준선에 내린 수선 위에 점 Q가 있을 거라 여기고 풀면 안 된다

는 얘기이다.

점 P의 좌표는     이므로 P 이고, 점 P에서 축에 내린 수선의

발이 선분 OF를 수직 이등분하므로 삼각형 OPF는 이등변삼각형임을 알 수 있다.
또한 OP      에서 OQ  OP라 하였으므로 OQ

 이 되어야 한다.

다음으로 원의 반지름을 찾기 위해 cos∠PFO를 이용하자.

원 의 중심을 편의상 R이라 하였을 때 불필요한 곡선은 걷어내면 다음과 같다.

원 의 반지름 과 FP  RP를 빗변으로 하는

직각 삼각형에 대하여

cos∠PFO  




  
 


 

이므로   


임을 알 수 있다.





O

P 

R

F
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그러면 또 놀랍게도, 삼각형 QRP가 이등변삼각형 OPF과 닮음이 된다는 것을 알

수 있다. 번과 마찬가지로 길이를 구해보고 그냥̇ ̇ 아는 것이다.

왜냐하면 이등변삼각형 OPF의 세 변의 길이는 각각   인데,

삼각형 QRP의 세 변의 길이는 


 


 


로서 닮음비가   인 관계이다.

더군다나 세 점 F PR이 직선 FP위에 존재하므로 선분 PQ가 축과 평행함을 알

수 있다. 이렇게 되면 처음부터 그럴 것이라고 두고 푸는 것과 별 반 다를 바 없는

문제가 되어서 다소 아쉬운 감이 있다.

따라서 점 Q는 점 P를 축 방향으로  


만큼 떨어진 곳에 위치하므로

Q

 이 되어 OQ

 


   이 답임을 알 수 있다.

[ 2013년 10월 교육청 수학 영역(B형) 27번 ]

P 

O F 

Q 

 

R



○ ●
● ● ●

○

○ ●
● ● ●
○

○ ●
● ● ●

○

●
○ ●
●

○
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검은 돌이 먼저 두었으며, 검은 돌은 앞으로 최대 두 수를, 흰 돌은 최대 한 수를

더 둘 수 있다. 그런데 을은 한 수를 더 두어서 절대로 이길 수 없으므로 결국 총

수 이내에 ‘삼목’이 만들어지는 경우의 수는 검은 돌이 수 만에 끝내는 경우와 

수만에 끝내는 경우를 각각 구하여 취합한 것과 같다.

먼저 수 만에 끝내는 경우는 행 열에 두는 것으로 가지이다.

다음으로 수 만에 끝내는 경우는, 다시 검은 돌 세 개가 이루는 기울기값 네 가지

인   ∞로 나누어 생각해보자.

  검은 돌 세 개가 이루는 기울기가 

검은 돌이  수를 둘 위치를 제외하고 흰 돌이 수를 둘 수 있는 곳은

      군데이고,

검은 돌의  수 순서를 고려하면  × × 가지이다.

  검은 돌 세 개가 이루는 기울기가 

수 만에 끝내지 않고 수째에 행 열에 두는 경우 뿐이므로

검은 돌의  수 순서는 정해져 있고,

수, 수에 검은 돌과 흰 돌을 둘 수 있는 위치는 P   × 가지이다.



●
● ○ ●

●
○

● ○ ●
●

○ ●

○ ●
●

○ ●
●

●
○ ●
● ●

○

○ ●
●

○ ●
●

●
○ ●
● ●

○

●
○ ●
● ●

○ ●
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  검은 돌 세 개가 이루는 기울기가 

 와 마찬가지로 검은 돌이  수를 둘 위치를 제외하고 흰 돌이 수를 둘 수 있

는 곳은       군데이고,

검은 돌의  수 순서를 고려하면  × × 가지이다.

  검은 돌 세 개가 이루는 기울기가 ∞

 와 마찬가지로 검은 돌이  수를 둘 위치를 제외하고 흰 돌이 수를 둘 수 있

는 곳은       군데이고,

검은 돌의  수 순서를 고려하면  × × 가지이다.

고로,   ·  ·  ·  ·            이 답이다.

[ 2004년 05월 교육청 수리(가형) 21번 ]
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크게 문제를 분석하자면,

① 개정 교육과정에서 강조되고 있는 매개변수 문제이면서,

② 함수를 다단계적으로 정의하되,

③ 그래프 개형보다는 수식에 의존해서 풀어도 답이 나올 것 같은 문제이다.

함수   를 매개변수 로 나타내서 그 위에 있는 점을  ln라 할 수

있는데, 이의 개형을 따지기 위해서는

′  










′




′

을 이용하여야 한다.

그리고 문제에서 삼차함수 의 최고차항 계수가 이라 하였으므로



′
  ⋯

  ⋯

로서 →∞일 때 →∞, ′→이고,

또한 →∞일 때 → , ′→∞이 되어

  는 축을 점근선으로 갖는다는 것을 알 수 있다.

한편 를 정의하길  ≤ 를 만족시키는 의 최솟값이라 하였는데, 예를 들어

와 같이 가   와   의 관계에 따라 축 상의 어떤 값으로 정의된다.

그래프 개형을 파악하고자 (나) 조건을 먼저 이용해보면

   존재 가능 영역

  

  

  

  
  

O 
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   이라는 것은   일 때   의 좌표가  가 된다는 것이므로

   이 된다. 이 경우   이다.

그리고     lnln에서   일 때   ln로서   ±임

을 알 수 있다.

다음으로 (가) 조건을 살펴보자.

가 연속함수임에도   에서 미분가능하지 않으려면

  가   에서 첨점을 갖거나

  가   에서 수직 기울기를 가지면 된다.

  이면    이고   인데, 점  을 지나는   의 개형과 비교

해보면  은 일어날 수가 없음을 알 수 있다. 값이 에서 을 지나  로 감

소하는 과정을 생각해보자.

따라서 는   에서 수직 기울기를 가져야 하고, ′   이면 된다.

그러면 ′ 
′

ln
′ln

에서 ′  이 되어야 하고,

점   은   의 극(솟)값이 되거나 아니면 변곡점이 되어야 한다.

그런데 만약 점  가   의 극솟값이면 는 불연속함수가 되어서

(가) 조건에 모순이므로 점   는   의 변곡점이 되어야 한다.

따라서 ″  임을 알 수 있고,

최고차항의 계수가 인 삼차함수 가 또한 변곡점  ±대칭인 함수라는 점을

이용하면      ±이 된다.

그리고       이면     lnln  lnln    에서

축과의 교점이   에서 뿐만 아니라

ln      ±를 만족하는 ln      , 즉   
     에서도 발

생하므로 (나)의 조건에 모순이 된다.





  lnln    

O 
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반면,       이면     lnln  lnln    에서

축과의 교점이   에서 뿐만 아니라

ln      ±를 만족하는 ln      , 즉   
      에서도 발생

하므로 (나)의 조건에 드러맞는다.

고로,       이므로       이 답이 된다.

[ 2010년 11월 대수능 수리(가형) 24번 ]

[ 2016년 03월 교육청 수학(가형) 30번 ]



 




   

  lnln    

  

O


