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1 2016학년도�수능�대비� 수능특강�미통기� p.34 #11

다항함수   의 그래프가 점  을 지날 때

lim
→




  
의 값은?

①     ② 


   ③ 

④ 


   ⑤ 

2 2008학년도�수능� 6월�모평(가형) #92

함수 에 대해 아래에서 옳은 것을 모두 고른 것은? [점]

ㄱ. lim
→



 이면 lim

→
 이다.

ㄴ. lim
→



 이면

lim
→



 이다.

ㄷ.    일 때, lim
→



 이다.

① ㄱ    ② ㄷ     ③ ㄱ, ㄴ

④ ㄴ, ㄷ    ⑤ ㄱ, ㄴ, ㄷ

3 2016학년도�수능�대비�수능특강�미통기� p.34 #23

미분가능한 두 함수  , 가 모든 실수 에 대하여

 ≤  ≤ 

를 만족시킨다.   일 때,  ′ 의 값은?

①     ② 


   ③ 

④ 


   ⑤ 

4 2007학년도�수능� 6월� 모평(가형) #94

세 다항함수  ,  , 에 대하여 아래에서 항상 옳은 

것을 모두 고른 것은? [점]

ㄱ.   이면  ′   이다.

ㄴ. 모든 실수 에 대하여    이면 

 ′   이다.

ㄷ. 모든 실수 에 대하여  ≤ 이면 

 ′   이다.

① ㄱ    ② ㄴ     ③ ㄷ

④ ㄱ, ㄴ    ⑤ ㄴ, ㄷ
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5 2016학년도�수능�대비� 수능특강�미통기� p.34 #35

최고차항의 계수가 인 삼차함수 에 대하여 함수 를

    ≥ 

   

라 하자. 함수 가 모든 실수 에서 미분가능할 때, ′ 
의 값은?

①     ②     ③ 

④     ⑤ 

6 2010학년도� 10월�학평(가형)� #76

삼차식 에 대하여 함수 를

 










  

 ≤≤ 

   

로 정의하자. 함수 가 모든 실수에서 미분가능할 때, 옳은 

것만을 아래에서 있는 대로 고른 것은? [점]

ㄱ.  ′    ′ 
ㄴ. 모든 실수 에 대하여  ′  ≤ 

ㄷ. 함수  ′ 의 최솟값은 이다.

① ㄱ    ② ㄱ, ㄴ    ③ ㄱ, ㄷ

④ ㄴ, ㄷ    ⑤ ㄱ, ㄴ, ㄷ

7 2016학년도�수능�대비�수능특강�미통기� p.34 #47

두 다항함수  , 가 다음을 만족시킨다.

㈎ 다항식 를 으로 나누었을 때의 몫은 

이다.

㈏ 다항식 를 로 나누었을 때의 나머지는 

이다.

㈐ lim
→



 

의 값을 구하시오.
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8 2016학년도�수능�대비� 수능특강�미통기� p.46 #18

곡선    위의 점  에서의 접선과 

곡선   의 교점 중에서 점 가 아닌 점을  

이라 하자. 일 때, 삼각형 의 넓이를 구하시오. 

(단, 점 는 원점이고, ≠이다.)

9 2013학년도�수능� 6월�모평(나형)� #179

곡선    위의 점  에서의 접선이 점 가 아

닌 점  에서 곡선과 만난다. 선분  의 길이는? [점]

 ①     ②     ③ 

④     ⑤ 

10 2016학년도�수능�대비� 수능특강�미통기� p.46 #210

네 점   ,    ,     ,    를 꼭짓점으로 하

는 정사각형의 내부를  라 하자. 곡선   의 

일부가  를 지나고,  를 지나는 구간에서 함수 가 감소

할 때, 양수 의 최솟값은?

 ① 


   ② 


   ③ 


④ 


   ⑤ 


11 2014학년도�수능� 9월�모평(A형)� #2111

사차함수 의 도함수  ′ 가
 ′   

이다. 함수   가 구간 ∞ 에서 감소하고 구간 

  ∞에서 증가하도록 하는 실수 , 의 순서쌍  에 대

하여 의 최댓값을 , 최솟값을 이라 하자. 의 

값은? [점]

 ① 


   ② 


   ③ 


④ 


   ⑤ 
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12 2016학년도�수능� 대비�수능특강�미통기� p.46 #312

최고차항의 계수가 인 사차함수 에 대하여 함수 를

   ≥ 

   

라 하자. 함수 가 다음 조건을 만족시킬 때, 의 값

은?

㈎    ′   

㈏ 함수  
 은 실수 전체의 집합에서 미

분가능하다.

① 


   ②     ③ 


④ 


   ⑤ 

13 2010학년도�수능� 6월�모평(가형)� #2413

사차함수 가 다음 조건을 만족시킬 때,  ′ 
 ′ 

의 값을 구

하시오. [점]

㈎ 함수 는   에서 극값을 갖는다.

㈏ 함수  은 오직    ( )에서만 

미분가능하지 않다.
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14 2016학년도�수능� 대비�수능특강�기벡� p.46 #414

그림과 같이 미분가능한 두 함수  , 의 도함수 

   ′  ,    ′ 의 그래프가 모두 축에 대하여 대칭이

고, 좌표가 , , 인 세 점에서만 만난다.

함수 를   라 할 때, 아래에서 옳은 것

만을 있는 대로 고른 것은? (단, ≥ 일 때, 도함수  ′ 는 

이차함수, 도함수  ′ 는 일차함수다.)

ㄱ.   에서 함수 는 감소한다.

ㄴ. 함수 의 극댓값과 극솟값의 합은 이다.

ㄷ.   이면 방정식   은 오직 하

나의 실근을 갖는다.

① ㄱ    ② ㄴ    ③ ㄷ

④ ㄱ, ㄴ    ⑤ ㄱ, ㄷ

15 2012학년도�수능� 6월�모평(나형)� #1915

삼차함수 의 도함수의 그래프와 이차함수 의 도함수

의 그래프가 그림과 같다. 함수 를   라 

하자.   일 대, 옳은 것만을 아래에서 있는 대로 고

른 것은? [점]

ㄱ.    에서 는 감소한다.

ㄴ. 는   에서 극솟값을 갖는다.

ㄷ. 방정식   은 서로 다른 세 실근을 갖는다.

① ㄱ    ② ㄴ    ③ ㄱ, ㄴ

④ ㄱ, ㄷ    ⑤ ㄱ, ㄴ, ㄷ
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16 2016학년도�수능� 대비�수능특강�미통기� p.58 #116

닫힌 구간   에서 함수   의 최댓값

을 라 할 때, 아래에서 옳은 것만을 있는 대로 고른 것

은? (단,  )

ㄱ.   

ㄴ. 함수 는  에서 미분가능하다.

ㄷ. 함수 의 최댓값은 이다.

① ㄱ    ② ㄴ    ③ ㄱ, ㄴ

④ ㄱ, ㄷ    ⑤ ㄱ, ㄴ, ㄷ

17 2011학년도�수능� 9월�모평(가형)� #1617

함수     )과 실수 에 대

하여 ≤ 에서 의 최댓값을 라 하자. 함수 가 

실수 전체의 집합에서 미분가능하도록 하는 의 최댓값은? [

점]

 ①     ②     ③ 

④     ⑤ 

18 2016학년도�수능�대비� 수능특강�미통기� p.58 #218

최고차항의 계수가 인 삼차함수 에 대하여 함수 

   ′ 는   에서 최솟값을 갖고, 방정식

  

의 서로 다른 실근의 개수가 일 때,  ′ 의 값을 구하시오.
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19 2016학년도�수능� 대비�수능특강�미통기� p.58 #319

사차함수   가 다음 조건을 만족시킬 때, 

의 최솟값을 구하시오. (단, , 는 실수이다.)

㈎  ′   

㈏ 모든 실수 에 대하여  ≥  ′ 이다.

20 2015학년도�수능(A형) #2120

다음 조건을 만족시키는 모든 삼차함수 에 대하여 의 

최솟값은? [점]

㈎ 의 최고차항 계수는 이다.

㈏    ′ 
㈐ ≥인 모든 실수 에 대하여  ≥  ′ 
이다.

①     ②     ③ 

④     ⑤ 
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21 2016학년도�수능� 대비�수능특강�미통기� p.58 #421

그림과 같이  , 

 , ∠  


인 직각

삼각형  에서 점 는 점 

에서 출발하여 변   위를 

매초 씩 움직여서 점 까지 

가고, 점 는 점  에서 출발

하여 변  위를 매초 씩 

움직여서 점 까지 간다. 두 점 , 가 각각 두 점 ,  에

서 동시에 출발한 후 초가 되는 순간, 삼각형 의 넓이의 

시간에 대한 변화율은 


이다. 의 값을 구하시오. (단, 

시간의 단위는 초이고, 와 는 서로소인 자연수이다.)

22 2008학년도� 7월� 학평(가형) #2022

그림과 같이 한 변의 길이가 인 정사각형 에서 점 

는 에서 출발하여 변   위를 매초 씩 움직여 까지, 

점 는  에서 와 동시에 출발하여 변   위를 매초 씩 

움직여  까지 간다. 이때, 사각형 의 넓이가 정사각형 

의 넓이의 


이 되는 순간의 삼각형 의 넓이의 

시간(초)에 대한 순간변화율을 구하시오 [점]
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EBS� 수능특강+기출문제�미통기� 3강~5강

1 ③

★미분계수의� 정의를� 이용해서� 절댓값이� 포함된� 함수의� 극한

을�계산하는�문제

[첫 번째 풀이] 주어진 극한을 미분계수의 정의에 맞게 변형

하면

lim
→






 lim
→






 lim
→






 
 이 되고, →일 때 → 이므로

 lim
→





, lim

→



은 각각 

함수   의   에서의 우미분계수와 좌미분계수를 

의미한다.

 다음으로 함수   의 그래프가 점   을 어떻게 지

나는지에 따라 다음 네 경우로 나눠서 우미분계수, 좌미분계

수를 계산할 수 있다.

 ) 함수   가 증가하면서 점   을 지날 때

 함수   의    주변에서의 함수식이

      

  ≥ 

 이므로 도함수는 다음과 같다.

    ′    

 ′    

 따라서   에서의 우미분계수와 좌미분계수가 각각 ′  , 
 ′ 이므로 합은 이다.

 ) 함수   가 감소하면서 점   을 지날 때

 함수   의    주변에서의 함수식이

     

 ≥ 

 이므로 도함수는 다음과 같다.

   ′    

 ′    

 따라서   에서의 우미분계수와 좌미분계수가 각각 

 ′  ,  ′ 이므로 합은 이다.

 ) 함수   가 점   에서 극소일 때

 함수   의    주변에서의 함수식이   이

므로 도함수가  ′  ′ 이다. 따라서 우미분계수와 좌미분

계수 모두  ′   , 합도 이다.

 ) 함수   가 점   에서 극대일 때

 함수   의    주변에서의 함수식이   

이므로 도함수가  ′   ′ 이다. 따라서 우미분계수와 좌

미분계수 모두  ′   , 합도 이다.

 )~)로부터 주어진 극한의 값은 이다.

[두 번째 풀이] 처음 풀이는 함수   에 대한 미분계

수의 정의를 이용하기 때문에 과정이 상당히 복잡하다. 대신 

함수   에 대한 미분계수의 정의를 이용하기 위해 절

댓값 기호 안에 


의 꼴을 만들어보자.

 함수   가 점   을 지나므로   이 성립하

며, 주어진 극한은 다음과 같이 변형된다.

lim
→






 lim
→




 lim
→






 
 lim

→


 

 

 또한 →일 때 → 이므로

 lim
→





, lim

→



은 각각 함수 

  의   에서의 우미분계수와 좌미분계수를 의미하

고, 다항함수   가   일 때 미분가능하므로 두 극

한은  ′ 과 일치한다. 따라서 주어진 극한은

lim
→



 

 
 ′  ′ 
 

[세 번째 풀이] 함수   가 점   을 지나므로 

  이 성립하며,   (단, 는 다항

식)으로 나타낼 수 있다. 따라서 주어진 극한은 다음과 같이 

변형된다.
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lim
→






 lim
→




 lim
→



 

★첫� 번째� 풀이는� 두� 번째,� 세� 번째� 풀이에� 비해� 상당히� 길

다.� 그렇다고� 해서� 건너뛰지� 말고,� 주어진� 극한을� 첫� 번째�

풀이와� 같이� 변형했을� 때� 어떤� 과정을� 거쳐야� 정답에� 도달

할�수�있는지�익혀두도록�하자.

2 ⑤

ㄱ. 미분계수의 정의에 따라 lim
→



 이 

 ′   임을 의미하므로 함수 는   에서 미분가능

하다. 따라서 함수 는   에서 연속이고, 

lim
→

 이 성립한다. (참)

ㄴ. ㄱ과 마찬가지로 lim
→



 는  ′   임을 

의미한다. 따라서 결론의 좌변을 미분계수  ′ 의 정의에 

맞게 변형하면 다음과 같다.

lim
→




 lim
→




 lim
→




× 





× 

 
 ′ × 


 ′ × 


  ′   

 (참)

ㄷ. 주어진 극한에    을 바로 적용하면

lim
→




 lim
→


   

 lim
→


   
 

 (참)

★ㄴ처럼�  ′ 의� 값이� 존재하면�   ,�

   로�보고

lim
→



  ′ 

이라고� 할� 수� 있다.� 그러나� ㄷ처럼�  ′ 의� 값이� 존재하지�

않으면� lim
→



의� 값이� 존재할� 수도� 있고,�

존재하지�않을�수도�있기� 때문에�일일이�계산해야�한다.

3 ③

★‘함수의� 극한과� 부등식’을� 이용해서� 부등식으로� 정의된� 함수

의�미분계수를�구하는�문제

 미분계수의 정의에 의해

 ′   lim
→



 lim

→




 ′   lim
→




 이며, 문제에 주어진 부등식에   을 대입하면

 ≤  ≤ 

≤  ≤ 

  

 이므로

 ′   lim
→




 이 된다.

 따라서  ′ 을 구하려면 문제에 주어진 부등식을 로 나눠

야 하며, →이기 때문에   일 때와   일 때로 구

분해야 한다.

 )   일 때

 부등식의 양변을 로 나누면




≤


≤ 



 이며, → 이면

 ′  ≤  ′  ≤ ′  ⋯⋯①
 가 성립한다.

 )   일 때

 부등식의 양변을 로 나누면




≤


≤ 



 이며, → 이면

 ′  ≤  ′  ≤ ′  ⋯⋯②
 가 성립한다.

 마지막으로 ①, ②를 변변 더하면

≤  ′  ≤ 

≤  ′  ≤ 

 ′   

4 ⑤

ㄱ.   이면 다항식 가 를 인수로 가지므로

    (단, 는 다항식)

 ′    ′ 
 로 나타낼 수 있다. 따라서 ′   이 성립하지만, 

의 정의에 따라   일 수도 있고, 아닐 수도 있다. 
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(거짓)

ㄴ. 도함수의 정의에 따라

 ′   lim
→




 lim
→




  lim
→



  ′ 

∴ ′    ′ 
 가 성립하며,   을 대입하면

 ′    ′   ⇒  ′    (참)

[ㄴ의 다른 방법] 합성함수의 미분법에 따라   의 

양변을 에 대해 미분하면 다음과 같다

 ′  ․    ′   ⇒  ′    ′ 
 여기에   을 대입하면

 ′    ′   ⇒  ′    (참)

ㄷ. ≠으로 가정하고 주어진 부등식을 미분계수의 정의에 

따라 변형하면 다음과 같다.

 ≤ 

 ≤ ≤ 

 ≤ ≤ 

≤





≤ 

≤


×


≤ 

 여기에 →을 적용하면




→ ′ 




→ ′ 

→

 이므로

≤ ′  ′  ≤ 

 ′   

 이 성립한다. (참)

[ㄷ의 다른 방법] 함수 가 다항함수이므로 실수 전체의 

집합에서 미분가능하다. 따라서

lim
→



  ′ 

 이 성립함을 이용해서 다음과 같이 풀 수도 있다.

 ≠으로 가정하고 주어진 부등식을 변형하면

 ≤ 

 ≤ ≤ 

≤


≤ 

 이며, 여기에 →을 적용하면




→ ′ 

→

 이므로 다음이 성립한다.

≤  ′  ≤ 

 ′    (참)

5 ②

★구간별로� 정의된� 함수에� 대하여� 구간� 경계에서� 미분가능하

기�위한�조건을�찾는�문제

[첫 번째 풀이]  , 가 다항식이므로 함수

    ≥ 

   

 는 구간 ∞  ,   ∞에서 연속이고, 구간 ∞  , 

 ∞에서 미분가능하다. 따라서 함수 가 모든 실수 

에서 미분가능하려면   에서 미분가능하면 된다.

 먼저   에서 연속이려면

   ⋯⋯ ①
 이 성립해야 하고, 함수 의 도함수가

 ′    ′    

 ′    

 이므로   에서 미분가능하려면

 ′    ′  ⋯⋯ ②
 이 성립해야 한다.

   로 가정하면 ①에 의해

 

  

 이고,  ′   이므로 ②에 의해

  

 ,   

 이 성립한다. 따라서

 ′   

 ′   

★다항함수�  ,� 에�대하여�함수� 가

     

  ≥ 

로�정의될�때,� 함수� 의� ≠일�때의�도함수는

 ′    ′    

 ′    

이고,� 함수� 가�   에서� 미분가능하려면� 다음을�

모두�만족해야�한다.

   � ⇒�   에서�연속

′    ′  � ⇒� 좌․우미분계수�일치

[두 번째 풀이] 수학Ⅱ에서 배우는 변곡점을 이용해서 다음과 
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같이 풀 수도 있다.

★삼차함수의�변곡점

⑴� 삼차함수의� 그래프에서� 아래로� 볼록,� 위로� 볼록의� 경

계가�되는� 점을�삼차함수의�변곡점이라�한다.

⑵� 삼차함수� 의� 그래프에서� 변곡점의� 좌표는� 일차

방정식� ″   의� 근이다.� (단,� ″ 는� 를� 두�

번� 미분한� 것)� 따라서� 모든� 삼차함수의� 그래프에는� 단�

개의�변곡점이�존재한다.

⑶� 삼차함수의� 그래프는� 변곡점에� 대해� 대칭이다.� 따라서�

삼차함수� 그래프� 위의� 서로� 다른� 두� 점에서� 미분계수가�

같으면�그� 두� 점은�변곡점에�대해�대칭이다.

 첫 번째 풀이와 마찬가지로

   ⋯⋯ ①
 ′    ′  ⋯⋯ ②

 이 성립해야 하며, 삼차함수의 그래프가 변곡점에 대해 대칭

이기 때문에 두 점   ,  을 이은 선분의 

중점이 변곡점과 일치해야 한다.

     로 두면 변곡점의 좌표는   가 되며, 

삼차함수   와 직선   가   , , 에서 만나

기 때문에 함수 의 함수식을 다음과 같이 둘 수 있다.

 

  

 

 따라서

 ′   

 ′   

6 ②

ㄱ. 함수 의 도함수가

 ′  









  

 ′    

   

 이므로   에서

(좌미분계수), (우미분계수) ′ 

 이다. 그리고 함수 가   에서 미분가능하므로

 ′    ′    ⋯⋯ ①

 마찬가지로   에서

(좌미분계수) ′  , (우미분계수)

 이고, 함수 가   에서 미분가능하므로

 ′    ′    ⋯⋯ ②

 따라서  ′    ′   (참)

ㄴ. ①, ②로부터  ′    ′   이므로

 ′     

  




 로 나타낼 수 있다. 또한 함수 가   ,   에서 

연속이므로   ,   이 성립함을 이용하면 다

음과 같이  ′ 를 구할 수 있다.

   


  ⇒ 


 

  


   ⇒  


  

  ,  

 ′   

 따라서 도함수  ′ 는

 ′  









  

 ≤ ≤ 

   

 이며, 모든 실수 에 대해  ′  ≤ 이 성립한다. (참)

ㄷ. ㄴ에서 얻은 도함수  ′ 의 정의에 따라 최솟값은   

일 때의 이다. (거짓)

[ㄴ, ㄷ의 다른 방법] 다음과 같이  ′ 를 구하지 않고, 그

래프를 이용한 직관적인 방법으로 풀 수도 있다.

ㄴ. 구간 ∞  ,   ∞에서 함수 의 그래프를 그

리면 다음과 같이 축에 평행한 두 직선이 나타난다.
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 이제 두 직선을 삼차함수 의 그래프로 이어보자.

 함수 가 모든 실수에서 미분가능하므로   , 에서

도 미분가능하며, 이를 위해서는  ′    ′   이 성립

해야 한다. 따라서 구간   을 채워줄 삼차함수 는 

 ′    ′   을 만족해야 하므로   , 에서 극

점을 가지며, 이를 만족하는 의 그래프 개형은 다음 두 

가지가 있다.

 이때, 두 극점의 좌표가    ,   이므로 구간 

  에서 감소하는 <개형>이 함수   그래프의 구간 

  에 들어가야 한다.

 그러므로 함수 는 함숫값이 일정하거나 감소하는 구간

만 갖기 때문에  ′  ≤ 를 만족한다.

ㄷ. 함수 의 그래프는 두 점    ,   을 지나

며, 두 점을 이은 직선의 기울기는 이다. 또한 함수 

의 그래프에 두 점    ,   을 이은 선분을 추가

하면 다음과 같다.

 따라서 함수 의 그래프에 접선 기울기가 보다 작은 

점이 존재한다. (거짓)

7 

★다항식의� 나눗셈에� 대한� 항등식,� 나머지� 정리,� 미분계수의�

정의를�이용하는�문제

 다항식을 이차식으로 나눈 나머지는 일차 이하의 식이므로 

조건 ㈎의 나머지를 로 두면

   ⋯⋯①
 가 성립하고, 조건 ㈏에 나머지 정리를 적용하면

  

 가 된다.

 조건 ㈐에서는 극한이 수렴하고, (분모)→이므로 (분자)→

이어야 한다.

  

    

 이를 이용하기 위해 ①에   를 대입하면 다음과 같이 , 

에 대한 식이 나타난다.

  

   ⋯⋯②

 또한 조건 ㈐의 식을 미분계수의 정의에 맞게 변형하면 다음

과 같다.

lim
→



 lim

→




 lim
→






 
 ′  ′   

 이를 이용하기 위해 ①의 양변을 에 대해 미분하면

 ′    ′ 

 이며, 여기에   를 대입하면

 ′    ′ 

 ′  ′   

 이고, ②에 의해

  

 이 된다.

 따라서
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8  

★도함수로�접선의�방정식을�구하는�문제

 곡선   의 도함수가  ′   이므로 

점   에서의 접선의 방정식은 다음과 같다.

  

   

 곡선   와 접선의 교점을 구하기 위해 두 방정식을 연

립하고 를 소거해서 풀면

  

 

 

   또는 

 이므로 점 의 좌표는  ()이다. 따라서

  

  ,  

    ,     

 이며, 두 점 , 의 좌표는 각각    ,   이다.

 그러므로 ∆ 


××  

[다른 풀이] 수학Ⅱ의 심화 개념인 변곡점의 성질을 이용하면 

미정계수  , 의 값을 쉽게 구할 수 있다.

★삼차함수의�그래프와�한� 직선이�점� 에서�접하고,� 점�

에서� 한� 번� 더� 만나면� 선분� 를�   로� 내분하는�

점� 은�삼차함수의�변곡점� 와� 좌표가�같다.

 함수   의 도함수가  ′   , 이계도

함수가 ″   이므로 변곡점의 좌표는 이다. 또한 선

분 를   로 내분하는 점의 좌표는 


이므로 다

음이 성립한다.




 ⇒  

 이 식을 문제에 주어진 식 와 연립해서 풀면

  ,  

    ,     

 이므로 두 점 , 의 좌표는 각각    ,   이다.

 그러므로 ∆ 


××  

9 ④

 곡선   의 도함수가  ′ 이므로 곡선 위의 

점   에서의 접선 기울기는  ′   , 접선 방정

식은

   ⇒   

 이다. 다음으로 곡선과 접선의 방정식을 연립해서 를 소거

하면

  

  

  , 

 이므로 점 의 좌표는   이다.

 따라서 선분 의 길이는 다음과 같다.



[다른 풀이] 변곡점의 성질을 이용하면 접선의 방정식 없이 

점 의 좌표를 구할 수 있다.

 곡선   의 도함수, 이계도함수는 각각  ′ , 

 ″ 이며, 방정식  ″ 의 근이   이므로 변곡점의 

좌표가   이다.

 점 의 좌표를 로 두면 선분 를   로 내분하는 점

의 좌표가 변곡점의 좌표와 일치하므로



××
  ⇒   

 이가 된다.

 따라서 점 의 좌표는   이며, 선분 의 길이는 다

음과 같다.



10 ⑤

★미정계수가� 포함된� 삼차함수의� 그래프� 개형을� 이용하는� 문

제

 함수   의 도함수가

 ′       ( )

 이므로 함수 의 증감표는 다음과 같다.

 ⋯  ⋯  ⋯

 ′  +  -  +

 ↗  ↘  ↗

 여기서 (극댓값) 이고, (극솟값) 은 양수일 

수도 있고 음수일 수도 있다.
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 만일 (극솟값)이면

  ⇒   


 ⇒ 




 

 이므로 함수 의 그래프는 <그림>과 같다. 그리고 값

이 점점 증가하면 극소점이 오른쪽 아래로 이동하면서 함수 

의 그래프가 <그림>, <그림>과 같이 변한다.

 

 <그림>, <그림>에서는 영역  에 함수 가 증가하는 

구간이 나타나지만, <그림>에서는 나타나지 않는다. 그리고 

영역  에 함수 가 증가하는 구간이 나타나지 않는 것

은 함수 와 축의 교점 가운데 가장 오른쪽에 위치한 

점 가 점 와 일치할 때부터다.

 이때의 값을 구하기 위해 점 의 좌표   을   

에 대입하면

   ⇒ 


 가 되며, 이것이 함수 가 영역  에서 감소하기 위한 

의 최솟값이다.

11 ③

  ′   이므로 도함수  ′ 의 그래프는 점   을 

지난다. 또한 구간 ∞ 에서 함수 가 감소하므로 

같은 구간에서  ′  ≤ 이고, 구간   ∞에서 함수 

가 증가하므로 같은 구간에서  ′  ≥ 이 성립한다.

 따라서 도함수  ′ 의 그래프는 아래 그림의 빨간 점을 지

나고, 회색 영역을 지날 수 없다.

 다음으로 삼차함수  ′ 의 그래프 개형은 다음 두 가지가 

있으며, <개형>는 빨간 점을 지나면서 회색 영역을 지나지 

않는 것이 불가능하지만, <개형>은 가능하다.

 <개형>이 빨간 점을 지나면서 회색 영역을 지나지 않도록 

그리면 다음과 같다.

 여기서 도함수  ′ 가 다음을 만족함을 알 수 있다.

 )   일 때 그래프가 축에 접하므로

  ′ 은 을 인수로 가지며, 는 을 인

수로 가져야 한다. 따라서

     

  

 ) 원점 위쪽을 지날 수 없으므로

 ′     ≤ 

≤ 

 ) 점   의 아래쪽을 지날 수 없으므로

 ′       ≥ 

≥

 )~)으로부터   , ≤ ≤ 이 성립하므로 

의 최댓값, 최솟값은 다음과 같이 이차함수의 최대․ 최소로 

구할 수 있다.
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 그러므로 의 최댓값은 ( ), 최솟값은 


(), 

 


이다.

 

12 ③

★사차함수의�그래프�개형�몇� 가지에�주어진�조건을�적용해서�

만족하는�것을�찾는� 문제

     ≥ 

   
에 의해 함수 의 그래프는 함

수 의 그래프에서 축 오른쪽만 그대로 두고, 다시 그

것을 축에 대해 대칭복사한 것과 같다.

 그리고 주어진 조건을 만족하는 함수 를 찾으려면 다음

과 같은 사차함수 의 그래프 개형에 좌표축을 잡아 위 

방법대로 함수 의 그래프를 그려서 조사하면 된다. 

 이때, 조건 ㈎에 의해 함수 의 그래프가 원점에서 축

에 접하기 때문에 <개형>~<개형>의 극대점, 극소점 또는 

미분계수가 인 점을 원점으로 잡아야 한다.

 ) <개형>의 극대점이 원점일 때

 좌표축을 잡고 함수  ,  


,  
 의 그래프

를 그리면 다음과 같으며, 함수  
 가 미분불가능점

을 가짐을 알 수 있다.

 ) <개형>의 극소점 가운데 오른쪽 것이 원점일 때

 좌표축을 잡고 함수  ,  


,  
 의 그래프

를 그리면 다음과 같으며, 함수  
 가 미분불가능점

을 가짐을 알 수 있다.

 마찬가지로 <개형>의 극소점 가운데 왼쪽 것, <개형>에서 

극점이 아니면서 미분계수가 인 점, <개형>의 극소점이 

원점일 때도 함수  
 은 미분불가능점을 갖는다.

 ) <개형>의 극소점이 원점일 때

 좌표축을 잡고 함수 의 그래프를 그린다. 그리고 조건 

㈏가 성립하도록 만들기 위해 함수  


의 그래프가 극

점이 아니면서 미분계수가 인 점에서 축에 접하도록 하면 
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함수  
 이 실수 전체의 집합에서 미분가능하도록 

만들 수 있다.

 사차함수 의 그래프 개형으로

부터 도함수  ′ 의 그래프 개형

을 그리면 오른쪽과 같으므로

 ′   





 로 둘 수 있으며, 이를 적분하면

  




 가 된다. 또한 가 원점에서 접

하려면 을 인수로 가져야 하므로

 

  




 이고, 극점이 아니면서 미분계수가 

인 점에서의 함숫값이 


이므로

 


  


  



  

 이다. 따라서

  




  


  



 

13 

 사차식 를 직접 구하기에는 문제에 주어진 조건이 부족

하다. 그래서 앞의 문제와 마찬가지로 사차함수   그래프

의 대표적인 개형 가운데 주어진 조건을 만족하는 것을 찾아

보도록 하자.

 먼저 사차함수 의 그래프 개형은 다음 세 경우로 나눌 

수 있다.

 함수   의 그래프를 축 방향으로 만큼 평행이

동하면 함수   의 그래프가 되고, 다시 축 아

랫부분만 축 대칭이동하면 함수    의 그래

프가 된다. 함수   도 사차함수이므로 위의 <개

형>~<개형>을 함수   의 그래프로 보고 접

근해보자.

 ) 함수   이 극대점, 극소점을 모두 가질 때

 축을 <개형>의 아래쪽에서 위쪽으로 이동시키면서 ①~⑦

의 위치에 그리고, 함수    의 미분불가능점 

개수를 조사하면 다음과 같다.

 따라서 미분불가능점이 개인 경우는 없다.

 ) 함수   이 극소점과 미분계수 이면서 극점 

아닌 점을 가질 때

 축을 <개형>의 아래쪽에서 위쪽으로 이동시키면서 ①~⑤

의 위치에 그리고, 함수    의 미분불가능점 

개수를 조사하면 다음과 같다.
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 따라서 미분불가능점이 개인 경우는 축이 ④에 위치할 때

다.

 ) 함수   이 극소점만 가질 때

 축을 <개형>의 아래쪽에서 위쪽으로 이동시키면서 ①~③

의 위치에 그리고, 함수    의 미분불가능점 

개수를 조사하면 다음과 같다.

 따라서 미분불가능점이 개인 경우는 없다.

 )~)으로부터 함수    의 그래프에서 미분

불가능점이 개 뿐인 경우는 <개형>에서 축이 ④에 위치

할 때이다. 그리고 미분불가능점의 좌표가 , 극소점의 

좌표가 이므로 이를 함수    의 그래프에 

표시하면 다음과 같다.

 그런데  이므로 조건 ㈏와 모순이다. 그렇다면 조건을 

모두 만족하는 경우가 없는 걸까?

 이 모순은 다음과 같이 <개형>를 좌우로 대칭이동해서 얻

은 그래프로 해결할 수 있다. 

 이때, 함수   은   일 때   이므로 그래

프가 점   을 지나며, 이 점은 미분계수가 이면서 극점

이 아닌 점과 일치해야 한다.

 함수   의 도함수는  ′  ′ 이며, 다음과 같

은 도함수의 그래프로부터 방정식  ′   이 이중근 과 

실근 를 가짐을 알 수 있다.

 그러므로

 ′   

 로 나타낼 수 있으며,  ′ 
 ′ 

의 값은 다음과 같다.

 ′ 
 ′ 




 

14 ⑤

★도함수의�그래프로부터�함수의�증가,� 감소를�파악하는�문제

ㄱ. 함수 의 도함수가  ′    ′  ′ 이므로 함수 

의 증감표는 다음과 같다.

 ⋯  ⋯  ⋯  ⋯

 ′  +  -    +

 ↗ 극대 ↘ ↘ 극소 ↗

 따라서 함수 는   일 때 감소한다. (참)

ㄴ. 위 증감표에 따라 함수 의 그래프 개형은 다음과 같

다. 그런데 함수 의 함숫값을 유추할 수 있는 조건이 

없기 때문에 축의 위치를 알 수 없으며, 두 극값의 합도 

알 수 없다. (거짓)

ㄷ.   이면 함수 의 극댓값 과 극솟

값 의 부호가 일치한다. 이때, 축의 위치는 다음 두 
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경우로 나눌 수 있다.

 )   ,   일 때

 )   ,   일 때

 또한 ), ) 모두에서 함수 의 그래프가 축과 한 점에

서만 만나기 때문에 방정식   은 단 하나의 실근을 

갖는다. (참)

15 ③

ㄱ. 함수 의 도함수가  ′    ′  ′ 이므로 함수 

의 증감표는 다음과 같다.

 ⋯  ⋯  ⋯

 ′  +  -  +

 ↗ 0 ↘ 극소 ↗

 따라서 함수 는     일 때 감소한다. (참)

ㄴ. 위 증감표에 따라 함수 는   에서 극솟값을 갖는

다. (참)

ㄷ. 위 증감표에 따라 함수 의 그래프 개형을 그리면 다

음과 같다.

 따라서 함수 의 그래프는 축과 서로 다른 두 점에서 

만나고, 방정식   은 서로 다른 두 근을 갖는다. (거

짓)

16 ⑤

★주어진�함수로부터�새로운�함수를�정의하고�그� 함수의�특성

을�묻는�문제

 함수 의 도함수는  ′     이

고, 방정식  ′   의 실근은   , 이다. 이때, 실근 

가 구간   에 포함될 수도 있고, 포함되지 않을 수도 있

으므로 함수 의 최댓값을 구하려면 두 경우를 구분해야 

한다.

      일 때

 함수 의 증감표가

  ⋯  ⋯ 

 ′   +  -

 ↗ 최대 ↘

 와 같으므로 최댓값은   이다. 따라서

  

 ) ≥ 일 때

 함수 의 증감표가

  ⋯ 

 ′   +

 ↗ 최대

 와 같으므로 최댓값은   이다. 따라서

  

 ), )로부터 얻은 결과를 정리하면 다음과 같다.

       

 ≥ 

ㄱ.    (참)

ㄴ. 함수 의  에서의 함숫값과 우극한은
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 이고, 좌극한은

  

 이다. 두 값이 일치하므로 함수 는  에서 연속이다. 

또한 함수 의 ≠일 때의 도함수가

 ′        

  

 이고,  에서의 우미분계수와 좌미분계수는 각각

  ,    

 이다. 두 값이 일치하므로 함수 는  에서 미분가능

하다. (참)

ㄷ. ㄴ으로부터 함수 의 도함수가

 ′        

 ≥ 

 이므로 함수 의 증감표는 다음과 같다.

 () ⋯ 


⋯  ⋯

 ′  () -  +  -

 () ↘ ↗  ↘

 따라서 함수 의 최댓값은 이다. (참)

17 ①

 함수 의 도함수가

 ′   

 

 이므로 방정식  ′   의 근은 

, , 이고, 함수 의 증감

과 그래프 개형은 오른쪽과 같다.

 그리고 구간 ∞  에서 함수 

의 최댓값이 이므로 값

의 변화에 따른 값의 변화를 

조사하면 다음과 같다.

 )  일 때

 구간 ∞  의 오른쪽 끝에서 함수 가 최대이므로

  

 ) ≤  일 때

 구간 ∞  에 포함된 함수 의 극대점에서 함수 

가 최대이므로

  

 ) ≤  일 때

 구간 ∞  의 오른쪽 끝에서 함수 가 최대이므로

  

 ) ≥ 일 때

 구간 ∞  의 두 번째 극대점에서 함수 가 최대이므

로

  

 ), )로부터 구간 ∞  ,   에서는 함수 의 

그래프가 함수 의 그래프와 일치하고, 구간     , 

 ∞에서는 함수 가 의 최댓값 를 함숫값으

로 하는 상수함수다.

 따라서 함수 의 그래프는 위와 같고,    (점선 부분)

에서 뾰족한 모양이 나타나기 때문에 미분불가능한 점을 갖
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는다.

 그럼 함수 를 미분가능하게 만들려면 무엇을 더 고려해

야 할까? 바로 함수 의 그래프를 그리면서 고려하지 않

았던, 두 극댓값  , 의 대소관계다.   

인 경우는 앞에서 따졌으므로   일 때와 

  일 때를 생각해보자.

 위와 같이 두 경우 모두 함수 가 미분가능하므로 

 ≥ 가 성립하면 된다. 그러므로

 ≥ 

≥ 

 ≤ 

 이고,  로부터  이므로 양변을 으로 

나누면 다음과 같다.

≤ 

≤ 

 그러므로 의 최댓값은 

18 

★방정식의� 실근� 개수를� 그래프의� 교점� 개수와� 연결시키고,�

삼차함수의�그래프�개형을�이용하는�문제

삼차함수 의 도함수  ′ 는 이차함수이며, 의 삼차

항 계수가 이므로  ′ 의 이차항 계수는 이다. 또한 

 ′ 가   일 때 최소이므로

 ′   

   ⋯⋯ ①
 로 둘 수 있다.

 방정식   이 서로 다른 네 개의 실

근을 갖는다는 것은 두 함수    , 

  의 그래프가 서로 다른 네 점에서 만난다는 

의미다. 그리고 함수    의 그래프는 함수 

  의 그래프에서 축 아랫부분만 축에 대해 

대칭이동한 것과 같다.

 여기서 함수   이 삼차함수이므로 문제에 주어

진 조건이 성립하는 경우를 찾으려면 다음과 같은 삼차함수

의 대표적인 개형 두 가지에서 시작해야 한다.

 만일 함수   의 그래프가 <개형>처럼 극점을 

갖지 않는다면 함수    의 그래프는 아래와 

같이 나타나고, 축에 평행한 직선   과 네 점

에서 만날 수 없다.

 따라서 함수   의 그래프는 <개형>과 같이 극

점을 가져야 한다.

 ①에 의해   이며, 여기에 

  을 대입하면   이므로

  

 이 된다. 여기서 함수   은 기함수   

를 축 방향으로 만큼 평행이동한 것이므로 그래프가 점 

  에 대해 대칭이다. 따라서 함수   과 

   의 그래프는 다음과 같이 그려진다.
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 그리고 축에 평행한 직선   이 함수 

   의 그래프와 서로 다른 네 점에서 만나려

면 아래 오른쪽과 같이 그려져야 한다. 이때, 직선 

  과 함수   은 서로 다른 두 점

에서 만나고, 접점이 아닌 교점의 좌표는 가 된다.

 또한   과 함수   의 접점의 좌

표를 라 하면  ′   과   가 성립하므로

 

 

 가 되고, 를 소거하면 다음과 같다.

  

 

  ,  

 따라서

 ′   

 ′   

[다른 풀이] 첫 번째 풀이의 핵심은 함수   의 

그래프가 점   에 대해 대칭임을 파악하는 것이다. 그런

데 수학Ⅱ에서 배우는 변곡점을 이용하면 이를 쉽게 알아낼 

수 있다.

★삼차함수� 그래프의� 접선� 가운데� 기울기가� 최소� 또는� 최대

인�것은�변곡점에서의�접선이다.

∵삼차함수� 의� 도함수가�  ′   일� 때,�

″   이므로�   일� 때� 변곡점이� 나타나며,�

이것은� 도함수�  ′ 가� 최소� 또는� 최대일� 때와� 값이� 같

다.

 방정식   이 서로 다른 네 개의 실

근을 갖는다는 것은 두 함수    , 

  의 그래프가 서로 다른 네 점에서 만난다는 

것을 의미한다. 그리고 함수    의 그래프는 

함수   의 그래프에서 축 아랫부분만 축에 

대해 대칭이동한 것과 같다.

 함수   의 도함수와 이계도함수는 각각

 ′  ′  ,  ″   ″ 이며, 함수  ′ 가   에서 

최솟값을 가지므로 ″   이 성립한다. 따라서 함수 

  의 변곡점의 좌표는 ,   일 때   이

므로 변곡점의 좌표는   이며, 함수   의 

그래프가 이 점에 대해 대칭이 된다.

 함수   는 최고차항 계수가 인 삼차함수이므

로 그래프 개형은 다음 두 가지가 가능하다. 

 함수   의 그래프가 <개형>와 같다면 함수 

   의 그래프와 축에 평행한 직선 

  이 서로 다른 네 점에서 만날 수 없다. 따라
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서 함수   은 <개형>과 같은 그래프를 가져야 

한다. 또한 함수   의 최고차항 계수가 이고 

변곡점이   이므로 두 함수   과 

   의 그래프는 다음과 같다.

 따라서 축에 평행한 직선   이 함수 

   의 그래프와 서로 다른 네 점에서 만나려

면 아래 오른쪽과 같이 그려져야 한다. 이때, 직선 

  과 함수   은 서로 다른 두 점

에서 만나고, 접점이 아닌 교점의 좌표는 가 된다.

 두 함수   과   의 접점의 좌표

를 라 하면

 

  

 ′   ×

″   

 가 성립하며, ″   을 적용하면

″      ⇒   

 이므로 도함수 ′ 와 미분계수  ′ 의 값은 다음과 같이 

계산된다.

 ′   

 ′   

19 

★부등식이�성립하기�위한�조건을�함수의�그래프로�찾는�문제

 주어진 사차함수의 도함수가  ′   이므로 ㈎에 

의해

 ′     ⇒  

 이다. 또한 ㈏에 의해

′    

≥ 

 이 성립하고   로 두면 도함수

 ′   

 

 로부터 함수 의 증감표가 다음과 같다.

 ⋯  ⋯

 ′  -  +

 ↘ 극소 ↗

 여기서 함수 의 최솟값은   이며, ㈏가 성립

할 조건은 다음과 같다.

  ≥  ⇒ ≥ 

 따라서   의 최솟값은   일 때 이다.

20 ⑤

 조건 ㈎에 따라

  

 로 두면 도함수가

 ′   

 이다. 여기에 조건 ㈏를 적용하면   가 되고, 조건 ㈐에 

의해 다음 부등식이 성립한다.

≥ 

≥  ⋯⋯①
(단, ≥일 때)

 부등식 ①이 성립하기 위한 , 의 조건을 찾기 위해 좌변으

로부터 함수

   ⋯⋯②
 를 만들고 그래프 개형을 그려보자.

   이므로 함수 의 그래프는 원점을 지나고, ①에 

의해 ≥일 때  ≥ 이므로 함수 의 그래프는 

아래 그림의 색칠된 영역에 존재할 수 없다.

 여기에 삼차함수 그래프의 대표적인 개형 두 가지를 맞춰보

면 <개형>는 조건을 만족할 수 없지만, <개형>은 다음 그

림과 같이 조건을 만족하는 경우가 나타난다.
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 따라서 함수 는 다음을 만족해야 한다.

 )   일 때 그래프가 축에 접하므로

 가 을 인수로 가지며, ②에서 항이 없어져야 한다. 

따라서

  ⇒   

  

 )  ≥ 이 성립해야 하므로

  ≥  ⇒ ≥ 

 ), )로부터

  

  ≥  (∵≥ )

21 

★도형의� 넓이를� 시각� 에� 대한� 함수로� 나타낸� 다음,� 넓이의�

변화율을�구하는�문제

 먼저 출발점을 떠난지 초 후 두 점 , 의 위치를 나타내

면 다음과 같다.

 이때, 점 에서 밑변  에 내린 수선의 발을 라 하면 

∆ ∆ 이므로
   

     

  




 초 후 삼각형 의 넓이를 라 하면   일 때의 변

화율은 다음과 같이 계산된다.

  

× ×  


× ×  




 ′   

× ×  





× ×  

 
 ′    


 


 



∴ 
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 출발점을 떠난지 초 후 두 점 , 의 위치를 나타내면 다

음과 같다.

 이를 이용하면 사각형 의 넓이가 사각형   넓

이의 


이 되는 순간은 다음과 같이 구할 수 있다.

□

 □

∆∆ 


××




× ×


××  

  

 또한 두 점 , 가 출발점을 떠난지 초 후 삼각형 

의 넓이를 라 하면   일 때 넓이  의 순간변화율

은 다음과 같다.

  

× ×  

 ′   

 ′   


