
MediVa _ 수학 시험의 기술

Act 1. 수열의 극한
최종보스 “발견적 추론”

11. 그림과 같이 한 변의 길이가 인 정사각형 A와 한 변의 길이가 인 정사각형 B는 변이 서로 평행하

고, A의 두 대각선의 교점과 B의 두 대각선의 교점이 일치하도록 놓여있다. A와 A의 내부에서 B의 내부

를 제외한 영역을 R라 하자.  이상인 자연수 에 대하여 한 변의 길이가 


인 작은 정사각형을 다음 규

칙에 따라 R에 그린다.

(가) 작은 정사각형의 한 변은 A의 한 변에 평행하다.
(나) 작은 정사각형들의 내부는 서로 겹치지 않도록 한다.

이와 같은 규칙에 따라 R에 그릴 수 있는 한 변의 길이가 


인 작은 정사각형의 최대 개수를 이라 하자. 

예를 들어,     이다. lim
→∞
 


  라 할 때, 의 값을 구하시오.[4점]
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� 최종보스�공략하기

대표적인� 발견적� 추론� 문제이다.� 문제가� 길어서� 어려워� 보일수도� 있지만� 막상� 풀다� 보면� 답은� 의외로� 간단하

게�나올�수도� 있다.

표현�정리하기

3. ① 그림과 같이 한 변의 길이가 인 정사각형 

A와 한 변의 길이가 인 정사각형 B는 변이 서로 

평행하고, A의 두 대각선의 교점과 B의 두 대각선

의 교점이 일치하도록 놓여있다.

② A와 A의 내부에서 B의 내부를 제외한 영역을 

R라 하자.

③  이상인 자연수 에 대하여 한 변의 길이가 




인 작은 정사각형을 다음 규칙에 따라 R에 그린

다.

④ (가) 작은 정사각형의 한 변은 A의 한 변에 평
행하다.
(나) 작은 정사각형들의 내부는 서로 겹치지 않도
록 한다.

이와 같은 규칙에 따라 ⑤ R에 그릴 수 있는 한 

변의 길이가 


인 작은 정사각형의 최대 개수를 

이라 하자. 예를 들어,     이다. 

⑥ lim
→∞
 

 
  라 할 때, 의 값을 

구하시오.[4점]

①� 말이� 매우� 길지만� 결과적으로� 문제에� 나온� 정사

각형�두� 개를� 말하는�것이다.�

②� 색칠한�영역을�말하고�있다.�

④� 아래� 그림처럼�정사각형을�그린다는�의미이다.

⑤� 이�나왔다.� 문제의�핵심이다.�

⑥� 구하라는� 내용이다.� 단답형� 답을� 만들기� 위한� 극

한으로�보인다.

도형에� 대한� 설명은� 글로만� 이해하려� 하기보다는� 도형을� 보고� 바로� 파악하는� 것이� 낫다.� 대부분� 도형에도� 글

에� 나온� 내용들을� 그대로� 표시를� 해� 주기� 때문에,� 문제를� 풀다가� 막히는� 부분이� 있으면� 글을� 다시� 읽어� 보면

서�도형이�어떻게�만들어졌는지를�확인하는�것이�좋다.
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발견적�추론

새로운� 규칙이� 나오고,� 예가� 나온� 문제는� 직접� 해� 봐야� 한다.� 그러면서� 규칙이� 나오기� 때문이다.� 조금� 힌트가�

될� 만한� 것은� 문제에서� 구하라는� lim
→∞
    

    
  � 식인데,� 과�   이� 있는� 것으로� 보아� 짝수와� 홀

수� 일� 때� 규칙이�다를� 것이라는�생각을�해� 볼� 수� 있다.

일단� 예로� 든� 것을� 해� 보면서� 확인하는� 것이� 좋다.� 예는� 새로운� 규칙을� 제대로� 이해하였는지� 확인할� 수� 있는�

좋은�도구이므로�적극�활용하자.� 문제에서�예로�제시되는�것은�문제를�푸는� 데� 있어서�힌트가�될�수도� 있다.

①   는 어떻게 나왔는가?

는 문제에 따르면 한 변의 길이가 
 인 정사각

형을 그리는 것을 말한다. 문제의 R 영역(색칠된 

부분)에서 폭이 정확히 
 이므로, 그냥 아래 그림

처럼 쪼개 주면 12개가 나온다는 것을 쉽게 구할 
수 있다.

②   은 어떻게 나왔는가? 

는 한 변의 길이가 
 인 정사각형을 그리는 것

인데, 위와 다르게  영역을 모두 채울 수는 없
고, 어느 정도 비워 둘 수밖에 없다. 
그래서 결과적으로 한 변에 6개씩만 들어가고, 그 
것이 네 변이 있으면 × , 그리고 꼭지점은 한 
번씩 겹치므로, 4를 빼 주어서 ×   이 나
온다는 것을 알 수 있다.

확실히� 짝수일� 때와� 홀수일� 때가� 다르다는� 것이� 눈에� 보인다.� 짝수는� R� 영역을� 빈틈없이� 다� 점유하고� 있지

만,� 홀수일�때는�어쩔� 수� 없이� 비워둬야�하기�때문이다.� 이� 내용을�토대로�규칙을�찾아보도록�하자.
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×  

  

×  

  일 때

(  일� 때는� 왜� 안� 그려주시나요� 이러면�

화낼� 거다.� 표가� 너무�커짐)

  일� 때도� R� 구역을� 완벽하게� 채울� 수�

없다.� 역시� 빈� 칸이� 남게�된다.

가장� 바깥쪽�층의� 한� 변에� 10개,

그� 안쪽� 층에� 8개가� 있다.� 따라서� 총� 네�

변이고,� 모서리�중복을�빼� 주면

×  × 

=� 

가� 의�값이�된다.

먼저�짝수일�때는�간단하다.

앞에서� 만들어진� 12개를�쪼개� 가면� 되기� 때문이다.� 즉�   인� 경우는�한� 변의� 길이가� 

이므로�   일�때

의�정사각형에� 4개씩�들어가게�된다.� 따라서�처음에�있던� 정사각형� 12개마다� 4개씩이므로� ×개가�들어가

게�된다.� 마찬가지로�   인�경우도�   일�때의�정사각형에� 9개씩�들어가므로� ×개가�들어간다.

이를� 일반화해보면,�  ×이� 된다.� (혼동을� 막기� 위해� � 대신� 을� 썼다.)� 처음� 에서�   일� 때�

있던� 12개의�정사각형을�쪼개가는�수만큼�정사각형의�수가�증가한다는�의미이다.

문제는�홀수일�때이다.
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그러면� 부터는�어떻게�셀까?�

일단� 가장� 바깥� 쪽� 층의� 한� 변에� 몇� 개가� 들어갈�지� 생각해�보아야� 한다.� 한� 변의� 길이가� 


이므로,� 큰� 사각

형의�한� 변에는� ÷ 

 개가�들어가게�된다.� 그� 다음� 층에는�두� 개씩� 줄어든� 12개가� 한� 변이� 될� 테고,� 그�

다음에는� 10개로� 이루어진� 층이� 있을� 것이다.� 네� 번째� 층을� 만들려면� 위에서부터� 


×의� 두께가� 되는데,� R�

구역의�폭이� 

� 이므로�네� 번째�층은� 불가능하다.�

이렇게� 생각해보면� 한� 변의� 길이가�


인� 정사각형은� 가장� 바깥층에� × 개가� 들어가고,� 점점�

들어가는�수가� 2개씩�줄어들면서� 개의�층을�쌓게� 될� 것이다.� 즉,�

개
가장 바깥 층   

공차가 8인 등차수열
그 안쪽  

을�이루고�있다.� 그러면�등차수열의�합�공식을�사용하면

첫째항이� ,� 공차가� ,� 제� 항이� 인�등차수열의�제� 항까지의�합을� 이라고�하면

�  


,�  



공차� 8,� 항수� 개,� 첫� 번째�항�   

 
   ⋅


 

  

이�된다.�

따라서�      이�된다.

*� 또는� 이렇게�생각할�수도�있다.

에서� 가장� 바깥� 변에는� 10개의� 사각형이� 있으므로� 총� 
  개의� 사각형이� 있는데,� 그� 중에서� 흰색� 부
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분과�겹치는� 개의�사각형을�빼면�     개가�된다.� 이런�식으로�생각하면

                   

아무튼�직접�나열하면서�정사각형을�어떻게�셀�지를� 생각한다면�일반화하여�일반항을�구할�수� 있다.

따라서�    ,�       이라고�결과가�나왔다.�

이를�이용하면� lim
→∞
 


  의�값을�구할� 수� 있다.

                      

대입하여�계산하면�   

가�나온다.� 문제에서는� 100의�값을�구하라고�했으므로�답은� 50.


